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Rationale en irrationale lijnstukken in de Euclidische mcetkundc 
In de Euclidische meetkunde komen bij tal van figuren homogene 
relaties f(a,b,c, ... )=0 voor tussen de lengtcn van lijnstukken 
a,b,c., ..• ., die het mogelijk maken de lengte van een dier lijnstukl{en 
te vinden als die van de overige gegeven zijn. Zo is het b.v. moge-
lijk data op te lessen is uit de bovengenoemde betrekking 
a=F(b,c., ... ). Het is daarbij uiteraard niet zeker of bij gegeven 
gehele (of rationale) b.,c, ... ook de oplossing a geheel (of ratio-
naal) is. Dit hangt af van de structuur van de functie f, dus van F. 
In het vervolg zullen wij ons in eerste instantie vaak afvragen 
of de rationale getallen b,c, ... zo gekozen kunnen warden, dat ook 
a rationaal is. Prefereert men, en dat doen wij veelal, gehele op-
lossingen, dan passe men een vermenigvuldiging van figuren toe, die 
het rationale stel a,b,c, ... overvoert in een stel gehele getallen. 
Als de functie F een rationale functie is van b,c, ... is het pro-
bleem triviaal; wij zullen dus in principe aan het geval voorbij kun-
nen gaan. 
Interessant zijn dan ook die gevallen, waarin P geen rationale 
functie is van b,c, ... 
Als eerste ori~nterend (en nuttig) voorbeeld nemen wij de rela-
tie a 2 +b 2=c 2 ., opt red end bij een rechthoekige d riehoC:l{ met hypotenusa 
c en rechthoekszijden a en b. Het is duidelijk dat alle gehele oplos-
singen (a,b,c) kunnen warden afgeleid uit die waarbij de G.G.D. van 
a,b enc gelijk is aan 1. Dienteng~volge is een der drie grootheden 
a,b enc even, de beide andere zijn oneven. Daar c niet even is (im-
mers dan zijn a en b oneven en dus a 2 en b2 beide een viervoud +1, 
dus c 2 weliswaar even, maar niet deelbaar door 4), mag men zonder de 
algemeenheid te schaden aannemen data even is en b enc oneven zijn. 
Men schrijft nu 
a 2 = c 2 -b 2 = (c+b)(c-b). 
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Daar c+b en c-b slechts een factor 2 gemeen hebben (immers elke 
verdere gemeenschappelijke factor zou inc en b zitten, dus oak in 
a en dan was de GGD van aJb enc niet gelijk aan 1) en allebei even 
zijn,en daar hun product een quadraat is (nl. a 2 ),moeten er Sehele 
() rJ 
pen q zijn, zodanig dat c+b=2pc, c-b=2qc, dus 
( 1 ) 
Omgekeerd} voldoen a,b enc aan (1) en zijn pen q van ver-
,, () 2 
schillende pariteit, dan voldoen a,b enc aan ac+bc=C en zijn 
aJb enc onderling ondeelbaar. 
Er is oak een andere manier om tot dit resultaat te komen. 
0 ,, 
Daarbij wordt weer de ontbinding van cc-bL gebruikt (dat ontbinden 




Stelt men elk dezer rationale getallen gelijk aan q dan vindt men p 
na oplossen van a,b enc hiervoor de formules (1) (of een ermee 
evenredig stel) terug. 
Tevens is nu opgelost het probleem om alle hoeken 
waarvan de sinus (~) en cosinus (b) rationaal zijn. Men C C 
te bepalen 
ziet uit bij-
beteke-gaande figuur direct in dat de breuk t = ~ een meetkundige 
nis heeft, nl. t = tg ½ N • Een en ander 
correspondeert met de welbekende for-
mules uit de goniometriey die ons in 
het onderhavige geval leren dat 
S ·n 2 t '1-t · 1,r•· 11 d l''k h l h . h l {)(= --0 ., coso:= - , is . .-vlJ zu en erge lJ e oe {en eronisc e 
'1 + t L '1 + t ,. 
hoeken noemen naar Hero van Alexandri~ (qero bewees meetkundig de 
welbekende s-formule voor de oppervlakte Q van een driehoek. Hij 
gebruikte daarbij de uit de gelijkvormigheid van driehoeken direct 
af te leiden formules 
r : re = (s-e) : s; r : (s-a) ""' (s-b) : re ; r = Q/s, 
waarbij r en re de stralen ZlJn van ingeschreven en aan de zijde e 
aangeschreven cirkel van de driehoek. Het verband tussen heronisehe 
hoeken en de oppervlakte van een driehoek zal direct blijken. 
Alvorens met planimetrische figuren verder te gaan willen wij 
eerst een stereometrische toepassing geven nl. de bepaling van een 
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viervlak ABCO met uitsluitend rationale (gehele) zijden en een 
rechte drievlakshoek O (d.w.z. i.. AOB = L BOC =LCOA = 90°). 
De getallen OA = a, OB= b en OC = c onderstellen wij onder-
ling ondeelbaar. Er is er dus een onevenJ_ laat data zijn. Dan is 
zowel b als c even; maar een van beide (laat dat c zijn) moet meer 
factoren 2 bevatten dan de andere. Men kan dus stellen 
2t 4tu b 
a = 1-t2 , 
C 
a 
= _____ ..,.._ 
(1-t 2 )(1-u2 ) · 





Stel s 2 2 2 2 2 2 = 2ktu, dus 1-s = k(1-t )(1-u) = 1-4k tu, d.z.w. ten u 
moeten voldoen aan 
(k+4k2 )t 2u2 - kt 2-ku2+k-1 = O. 




ZiJ' X t u = y' 
z 
= w' k = ~ met (x,y)=(z,w)=(m,n)=1, 
Dan geldt 
x2 n 
~ = - • y m 
2 2 
mz -(m-n)w 
2 2 (n+4m)z -nw 
Zander hier op het algemene geval door te gaan 
het interessante geval m=n (d.w.z. k=1), dus 
x2 z2 
7! = 2 2 · y 5z -w 
beperken wij ons tot 
2 2 2 2 
Men ziet dan dat 5z -w = 4 = 
getallentheorie leert, dat 2 zelf 
q2 is, dus 5z2 = w2+q2 , waaruit de 
een quadraatsom r 2+s 2 is. Men 
vindt dan 
dus b.v. 
De keuze r=2, S=1 geeft 
Z 5 X 
t = w = TT , u = y 5 = ~ , 
X 
y 
hetgeen voe rt tot OA = 252, OB = 2'+0, OC = 275 met BC = 365, CA = 373, 
AB= 348. 
_l~-
In het hierboven gegevene trad een nieuw getallentheoretisch 
argument op. lets dergelijks hadden wij ook bij de rcchthoekige 
driehoek met c 2=a 2+b 2 kunnen proberen. De getallenthcorie leert 
daarvoor nl. dat c een quad~aatsom c=r2+s 2 moet zijn en dan vindt 
2 ') 
men vrijwel direct a=r -sc, b~2rs, overeenkomstig het hierboven 
gevondene. 
Wij gaan thans over tot het bepalen van 11 geheelzijdige 11 drie-
hoeken met rationaal oppervlak (men noemt ze heronische driehoeken). 
Een dergelijke niet-r•echthoekige driehoek ABC wordt door zijn hoog-
telijn CD verdeeld in twee heronische rechthoekige driehoeken. Men 
heeft er dan slechts voor te zorgen, dat 
met rationale t en u. \Ii j vinden dan b. V. 
1+u 2 1+t 2 2 2 ( 2 ) CD 2, b ! 1-t 1-u l ·- a -- --- J = 
-t- J C ::::: - +-- . u t - u 
1 2 ~ ~1 1 1 Zo geeft de keuze u= 2 , t= 3 one a=c~, b=2~, C=23, hetgeen voert 
tot de welbekende heronische driehock (15,13,14) (met een driehoek 
(p 1 qJr) bedoelen wiJ in het vervolg een driehoek met zijden p,q en 
r) . 
Men kan zich afvragen of heronische driehoeken te vindcn zijn 
door uit te gaan van c1,~ oppervlakteformule 
I ------------- -----
Q = V-s(s-a)(s-b)(s-c). 
Stelt men s-a=a ', s-b=b', s-c=c 1 dan is _s=a 1 +b 1 +c 1 , dus 
Q 2 = a ' b ' c ' ( a ' + b ' +c ' ) . 
Het getal a'(~:t~'+ct) moet dus een quadraat q2 = 
neme daartoe a 1 en b I wille!ceurig en vindt dan 
( 3) C 1 = a 1 (a 1 +b 1 ) 
-~
2b 1 -a 1 
() Q ,_ 
2 0 zijn. Men b r Cr'-
Zo voert a 1=2, b 1=1, q=3 tot de driehoek (13,20,21). Het verband 
tussen de beide resultaten voor heronische driehoeken wordt gegeven 
door t= 1, u=a'/qb 1 • q 
Het feit, dat een driehoe1c heronisch is als de tangenten van 
ziJn halve hoeken rationaal zijn (en omgekeerdi)·m;rnkt het mogelijk 
heronische driehoeken met een of meer rationale binnen- of buiten-
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bisectrices 'ce ,.r:_ndr.:". Laa·l:; b.v. in een heronische driehoek ABC de 
binnenbisectrl1: AD ,.--:-: :~ionar:i::.. zLj:1. Bekend is, dat BD ra tionaa 1 is, 
waaruit met de ~inusr2gel e~ r.:o~inusregol blijkt dat de hoek ½~ 
heronisch is. 
Het i'.: dur 2":~Pm.1dig o•n e~n heronische driehoek te construeren 
met ~~n ~2tio~2l1 b1s2ctrix h.v. AD. Men neme tg {a= r en tg ½~ =U 
rationaal. 0it l~~~rt o~ □ de gewenPta driehoek met behulp van de 
formules ( 2) ,. Wclc1 rin t,stg ;ex. :::-: is moot word en gen omen. In zo 'n 
driehoek iR oo~ ~g J (180°-~) =1-r tc(45°-J~) rationaal, hetgeen 
maakt dat in e0n h~ra~i □ che driehock binnenbisectrix en correspon-
derend"= buiten!)~S'cct::itx te0 0J.ij1{0rtijr:7 rationaal of tegelijkertijd 
irrationaA 1 ziJ:1. D1·c voJ.gt ·er '.)UW?n,.J ook ui t de formules voor deze 
bisect rices 
2 ,,_-------d . - -. - \, 1·,r.: ; ; ( 0 --a ) 
a b·:·C . - ' 0 = a 
2 V be ( s -b) ( s -c), 
h-c 
M-=n lwn ook :1eronisch,:; driehoel<:en maken met twee rationale 
b . b. t . ' .. ' ") ' t ✓I t '1 1nne~1 J..SC~ r:icef, .~.,r c9 :'.'.l !-,ri, .1 :=1 n moe·.:;en g 4 r1. = u en g 4 /3 =V 
rationaal zi,jn. ~:evens j_;:; do1 (;-:; hook 90°--~o: -}11 heronisch, zodat 
dan automa'.~isc:1 c1e (]c:rclc: ;y'd=ier:~~"'ix rn'~ioi1Jal is. Dit volgt trouwens 
ook WC'A;.."" u:1.t de p:1.c;-,1(n:;,:i..r'>. .1.·ot'mulP.f der plc:1nimetri2, die ons leren 
d d, c1 p, ') C 
("1 ..... ~ • C""'I ·--·~"•--------
,.. - __:'· 1. __ c: J_(.j 2__ - - -- - \f Pi ', f'1 -8 ; ( S - b ) ( S -c ) 
I 8 +lJ; ( 1,.,.0, :1 ( r, .L£: \ 
De "epmr0,_•r~ :;_r,'1 c<=> ' 1 onge: li ,fcre11ig'3 her'onische d riehoe k met d rie ra -
t . 1 b' . . . ,, , "'. 1 +- D't t lODa e lS•.·"c,:;r•:ccr:r: '!:.,_,-,,. ~ c·""'r, C: ,-:ir U= J _, '!= 5 .,e nemen. 1 ~oer 
tot de d,:>iehoekcn (12]i154,169) er; (P·'l,125,169). De keuze U= 3 , 
V= J voer1t ::;0t (23/1.,25').2RS) P-:r, (91.,250_.289~. De 11 s~nvoudigste 11 ge-
lijkbenige h0~onirche driohosk vindt ~en uit U=V=~ . Men krijgt dan 
de dr:l.eho0k 1,11:.:.25.,25~. :i.:r, 1939 g~f J.G. van der Corp1.,1t een begin-
stuk van ee:::-i ·:-::arv:J •.· ."u c...,'t'."..:;eLi_jl{c d rieho,.:;ken. 
Op a na lo;:;c :·0 ----.ie::" 1can rr,2ri cen h0 ~·onisch~ d ::'Jehoek ma ken, waa rin 
de t~i~Gctri~~s ult ean hoekpunt rationaal zijn. Men stelle dan b.v. 
tg io,.. =p, tg -}.p =U en r.;0:;:::uilce .2or:nule (2) met t=tg ½« - 3P-P~ . 
Als voorbeeld ncmen w~.j p = ~. , u =--= _3-; , dus t = 193 . 1-3P ) . 0 
Men zij nu op zi,in hoi::dr::, 1,73:,;ens ~ > 1 is ½ex ;;, 45°, dus ~ > 90 • Dit 
houdt ~-l:1 da'c i1:"Lj G,'= :."":('htbo,-:,lcige Gi~iArr:iek (h4,117,125), die bij t= i 
-6-
behoort., de buitenhoek tegenover de zijde 117 rationale trisectrices 
bezit. Dan is dat echter niet het geval met de corresponderende bin-
nenhoek. Immers als jr:x heronisch is, dan is j(1B0°-Cx') = 60°- JO( het 
1 ( 6 o 1 ) r- Oo h . h .. niet, want anders zou ool{ de som 3 ix + 0 -3 0( = o eron1sc z1Jn, 
dat is echter kennelijk niet het geval. 
0ns voorbeeld voert dan ook tot de heronische scherphoekige 
driehoek (25,J9,40), waarin de BUITENtrisectrices van de hoek tegen-
over de zijde 39 rationaal zijn., nl. resp. CD (zoals te verwachten 
was wegens p=u) en 40. 
De andere heronische driehoek die met p= ]Ju=~ is te vinden, 
heeft wel rationale trisectrices. Het is de driehoek (112,125,195); 
de trisectrices naar de zijde ·195 zijn hicr 70 en 2~~0 . Nadere 
analyse der figuur onthult hior in verband met p=u de trivialiteit 
der situritle. De keuze P= }' u = J J t == ''k3 levert een nog kleinere 
heronische driehoek (35,100,117) met rationale trisectrices 28 en 
35 naar de zijde 117. 0mdat bg tsp+ bg tg u = 45° is ook hier weer 
iets bijzonders aan de hand: een der trisectrices is tevens hoogte-
lijn. 
De pendant van dit voorbecld levert de driehoek (35,44,75) met 
rationale buitentrisectrices 21 en 35 naar de zijde 44. 
In het voetspoor van het voorafgaande kan men ook hcronische 
driehoeken maken, waarin de trisectrices van twee hoeken alle vier 
rationaal zijn. Men neme slechts tg J~ en tg J~ rationaal. Dan is 
tg ~ 6 zeker niet rationaal, want dan zou gelden dat de som 
1 '1 1 0 ix + 6 /3 +by= 30° ool<: een rationale tangens bezat. Er bestaan dus 
geen heronische driehoeken met 6 rationale trisectrices. Als voor-
beeld van een driehoek met 4 rationale trisectrices nemen wij 
1 1 1 '1 tg 0 0< = 3, tg 6 13 = - en vinden dan de c1t~1ehoek (38308; 45375, 68921). 
Men kan zo doorgaan9en heronische driehoeken makenJ waarvan de rech-
ten die ~~n hoek in men een andere hoek inn gelijke delen verdelen 
rationaal zijn. 
Een verdere wens zou kunnen zijn om heronische driehoeken te 
maken met een of meer rationale zwaartelijnen. 
Uit de welbekende formule 
2 l. 2 2 1 2 1( )2 1( )2 1 2 me = -;,da +b } - ~ = 4 a+b + 4 a-b - If 
leidt men af 
2 
== m -C 
1 2 
-( a--b ) 4 . ::: s ( s-c) . 
3telt men m +.a-.t C • " 
Ellminatie van m lcvc;•t 
s-o 
+- r ::::::;: 'v' oi 
Vervolgens 1:10et men nog zor-gen da t aan ( .3) is voldasn. 
~ij zien v2n een verdere syster!Gtisch1! behandeling af en vol-
staan met de opmcrkin,~; :1at ccen ht!'.'C,111:,che :'.l~·Jel:oeken met 2 r.:itto-
ti. Schubert is t>evJe-
,., er···) 
••• ) I> 
Interessant zijn vcorts de heronische vierhoeken, dat zijn vicr-
hoeken rile door hun r;i~gonnlcn 1n ~ he~orilsche driehoekcri wo~den ver-
deeld. 
Wij behandelen hier h~t spcclalc ~cvFl vor1 de heronische koorde-
v:terhoek. Laten ~le d'.)Or' ciC' z:LJc:!c~n ,J,l:,'--: t::,n d onder'i,pannc:i bogen r-esp. 
2 tl. , 2 p , 2 J' en '.: ::1· zJ .. Jn ( ~:'o: ➔·2(3 +:? J 1-2 J ,:::360°). Dan moeten dus 
tg }o. tg ~':'/~ er1 t,g ·~•·t r1nt1or1nal zlj~·1;1..1)\t r1es1). t¾' (tg :~i 21·.~~ 





U=?"i; V ca 
,: 
?v 
' ) , 
.\-··· (:, +-· Q' { . ;·' 
' ~;: • VI_.) \, I.~ 
·1 ,, X ... 
d -· 
' J) ... , ~1 J 
UV Ml'-J·FUl~-1 
uvw-u-v-w 
clu:s x,·, t, reslJltaa t 
2x 
~x-\ ~r· 
a c:: 68, b .. c "" 40 , d - 75, 3234, e = 85, f = 77, 
waarbij e en f de diagonalen van de vlerhoek voorstellen en Q bet 
opper'\Ylak. 
Omdat hier: .?J. +/3 ·- 90° is a 1. b en c .L d eri e een middelli.jt1. 
Een 11 algemenern geval vj_ndt men b. V. uit 
u 1 V '1 \~ ·1 dus X 9 = 
"i' , :a: 'F $ "" 7 , = 7 ✓ :> 
Er komt de koordenv1er•hoek (°195,'125J9'1,315) met diagonalen 20!~ en 
~~80 en oppervla kte 2281i8. 
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Een willekeurige (al of niet heronischc) vierhoek met gehele 
zijden en diagonalen is rnoeilijker te vinden. Wij komen daarop later 
nog terug. 
Vij stappen thans af van de heronischc driehoeken en beschouwen 
nu figuren, waarin louter rationale lijnstukken optreden (of zo men 
wil: na vermenigvuldiging met een passende factor louter gehele lijn-
stukken), maar niet noodzakelijk rationale oppervlakten. 
Dergelijke figuren denken wij opgebouwd uit geheelzijdige drie-
hoeken. Bij zo 1n driehoek is de cosinus van elke hoek volgens de 
cosinusregel rationaal. Uit de formule cos~=~ volgt, dat 
t=tg ½ cp de vierkantswortel is uit een rationaal+t getal. Is t zelf 
rationaal dan vinden wij de heronische driehoeken terug. Interessant 
is in het vervolg het geval, dat t irrationaal is. Men knn dan 
schrijven t=mVn, waarin m rationaal is en n een quadraatvrij natuur-
lijk getal. Dit getal n noemen wij in navolging van Dr J.H.J. Alme-
ring de index van de figuur, resp. de optredende hoeken. Uit 
')!-
sin~=~ volgt dat de sinus der hoeken van de driehoek ook van 
1+t 
de gedaante k Vn zijn en het oppervlak dus eveneens (le rationaal). 
Men kan zich nu afvragen of, bij gegeven n, dergelijke geheel-
zijdige figuren te construercn zijn. (Het geval dat n=1 zou zijn is 
dus hierboven behandeld.) 
Kennelijk krijgt men een driehoek met index n door te nemen 
tg ½ ex = t \f;, tg ½ f3 = u J-;,, en dan a ls in het voorafgaande verder te 
gaan. 
Een dergelijke driehoek heeft zijden a,b enc die zich verhou-
den als 
dus als 
tVn + - 1-
tVn ' 
(nt 2+1)u, (nu2 +1)t An ntu(t~u)+(u+t). 
hierbij kan 
t=; resp. - j), Een merkwaardig voorbeeld is het geval n=3, want optreden een hoek ~ =60° of 120° (corresponderend met 
Zo vindt men voor t=; , u = ~ b.v. a=7, b=8, c=5. 
Natuurlijk zijn driehoeken met CJ. =60° ook rechtstreeks te ver-
krijgen uit a 2=b2+bc+c 2 en wel via een eerder al voorspelde ontbin-
ding. Men neme a-b=kc; a+b=(c-b)/k met positieve rationale k ~1. Men 
vindt dan 
{ ; ·, ~: j "\ 1 )2 
l')nr•''''t'lr;,.,r·· ''i•)ar d d~JG \/'.inc:,; ,,r.~··•:;nclntc C,:·:l 'l!nn+n 1ll\h:n) .,.,\r·.-n 16. 
- _,,, ,,t .. ,, ,,,.,J..J._~~ .I.,,•, ' . \ .... t ,,; ;.. j/1 
geldt voor elk(~ :)riemf,,1.~tnr i, v-::n ·. :;c N.'i::1t::.~: f-~2..) "' ·1, du~ p!;·\ficd6),, 
dus 3·:'!1'°1 {1nod C)),, C)ine:f::;,~cerd ~~ .. :\.tcit el'..:f; rJ<:::r 1 ;,J;c-~:.ijk~0 a tot €~eri t.ir1.:::hc)e1-c 
''"') 
+3({z)~, du~ b-~c=~, ~c=4, C.~.z. drlehoek (7,5,8). 
, t ,.~~-
l \/ ~~ 
binnen- en buitentrise~trices 
2401, ·1 ~L) met louter rationale 
'i2••o·, 
en een r; .. 1t.i-::n,:11e ZJ..'J(lt? -~ v.an de 
m,;,·1· 
._c V ui tsluLtc:t;d 
Jelen verdelen best~a~ n1ct, i1Jnt 
, 
r \/ n z:L,Jn * :J·.:t ~ ... s 
. :+u 
d1e de hocken 1n 
daarbij zouden de 
ook die van hun som 
niet 
tiet: gcv::il. \!el b(•staan er· cJw C![':lt" 1·,oclwn 1:::r1t':i:'l tle ~~:1,jden on c1e .ge-
noemo!) clecl1; ,;nf•n v;:1r: L-tnncn- c·n t,;.ntenhc,, lct:·n ci..U.em;~a1 var: de gedaan-
f -~, ('l" \ t,) :. ' 
s ·-£.! s ~- 'b 
--- + --p+'i p-1 
S·•C 
~- --D ·- (, J 
.:i •• ::l s-b s-c 
~+--+·· .... () q q,J,.'1 q71 
q willekeurig rationaal met uiteraard 
Q==-t cje :1r•iehoek (9/.l,1·1) met m</"B~, rn 
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Zo levcr-t b.v. 
op te schr1jven, die one ook neg een rationale mediaan mb garandeert 
bi.j rationale r. De dr:te r,elaties km-men echter slechts dan tegel:tjk 
beertaan als hun .coijff1c1~ntendetei,n1nar1t m:1 is~ a.w.z. ala geldt 
,·•; 
I 
~;:i-· r1-~1 • . 
("1 
·\ 
.. -1 ,1 qi • q- ' 
1 .. , 
-· J \)-
v;3n cc zc~;cie grar::td i:» 1n 1-',C: i::r: c. i'Lx<.:C!t't r:1en b,v, r, lh:ln r.1oeten p 
,.,.. - ,. ··1·•·• 1"!" ""t' c-r ""··l ')''(' l[{· r·•\ ·, ... l") 1 le \':e.-,·"e• ... ,.,, .. , j,·c: (-- ·1 1 r,,.1,, 1..1 '/ (,., ~ ....J~~:.,3 t'.Jc:.~ ; .;-;t;; J t ,.:· '-.,I ...... J.,,,"' 16. \ t··, .,N,•,: J --=~· ..... , "',,i. \,. , ' . .L l, u .. t,r c.d,.,)' ( .,.l,,.J ~-.a'~'¼/ 
'".·•.el"1 "".,··.•.t:1,.·1."ll;_:1r-.1l. i __ ).un+: •;,-·•L. ·11·, ,,,•,r ,-·ic•, ·,1··,'1r'1,,., 'bir1 1 ·:1, .. , .... ~,t1·•,;r•h 0 lct"'imJ"1t•• 1',{/'·1•·, q\ .... L"' \.. l. _ . - - l '·""·, • v<.,~-l \,, \., \. C4 ;, -..~.,, -.-. '-',t,<.,.;:,, •• ·i .. Y ,_,.., ..,,. ,.,,, ,,·-.~• ,1.\ ~·'J -,)·-
.,.•11-.e,y,•1r,., .. 1 ··,·1·1r, .7,,,, ... '"' ... ,-,·1.,11~..-,r, ,.,,,+-·1·,,,1·1·,l n1' 1r1) h\J')•1··•r" ),·--,+- ')'lD' ... { ·1 \''',) 
.J. \.1 ~ ..... ._ (..., () 11,. •.,~ (.~ .,;... ...I.. ,._; ,~ V1 G U i., L ,..,, . .L ~t \.· • ~ A i. \,N( ~.. ~ \,_,) t ,. , .. ..1 J.,,, .-i:.: .• , ., ,.,! , j ~.; · t.'.., J. ... ., .• ) i, .i, (.::- \...I t \,. \,I \ ....., , ;J ,,.1 } 
Men kan oak op gehecl andere w1Jze kc)men tot dlt resultoat. 
') r') ,·) :-,. 
}!!en ~•-1eet r}1\\ dat J~n1•:··+·ac:.~(b+c)~·-+(b-c.)s:::::;:r, .... Het c;e,cal /~ :ts dus op t~;c•·e 
d 
ve~sch1llende manieren te schriJven als so:n vun quadroten en bevat 
volgens de set~llentheorle slechts priemf~ctoren die van de gedaante 
i,k_,, ,·,·1 '"'l ,_,.,, 1 'E.·1 t··,,r1"'··1 ··,-;--.~ , .. 1e£, '''"'"'"'"1.-.-1'·•<·ri-'·· ·Jc ... --~---,--i i'te (of' ·-<z••·ie• 
-, , ... I <, - J • \.. , ,' 'A ' .. t , •- , I Lu J..o v I:: ,,,, I> ,, V I:;;. c ,1 \ ... l l. •.. L _. .: d •.~ 1 , c t, <:, i .,. <J I.. • .,, ti .. 
levert f\;:.~:;i.•ij~s6C) ons b.v. b-f-c.-,,i;, b-.::::c,·1, a::::!;, 2m3 ,,,9 dus 
,-·•, f'"'. 
Je :Jrichoek (ri:9,7). Joor nu na te gaat, of ock B=(a+c)'::·i(a-c):.: en 
~:,,,(a+h);~;(a-b) v,rn het tdj A. genoem:Je ty;-,c ::iJn vindt men of de ge~ 
V()•,~~A(l rJ·~~ei,1c,e·,~ ·,1 ~ G \ r·l~a - 0 ~~ ~~+,n,~~ 
,I ' ..... '" '> ,-. ,.... ... ' -- ·- ~ ,, -1- J ..... , I .I 'r;...> '\i,;.,.. .... •• .. ·;,J. l,l , ..... ..,, • =' 7w.::,•:ird--elij•~ 0 n he,;,1'" ~-•• ,·\·s.,.\ (,J ~, <.J • .i- i'I..,, L,., ~I t,; • 
lt,ln verstaan wij de verbin~in~sllJn vJn cen hoekpunt van een driehoek 
~et eeri .int dat de 0vers~~onde 2i,1cic in ce~ vo0rafgegeven rationale 
v~rnoudtng m:n=k:( 1-k) vcr(leelt. Het gcvJl m=n levert automatisch cen 
J onJ probleem bchoeven de rationaol te krijgen Stewartlljnen 
tilet eens ~it verschillende hoekpunten tc ~orden genomcn. 
i..,c.i::lt een liJ'n cl de ···1 ·d·· ,,, , . .., de v""~•hc•l•d 1 r~ p1 •r-k·(·1 k) 1•e~•·J"" :~., ,J '•.- ~., ..• L '-' S: ,. : , .I < .1. •/!, " • ,:_ • - , , V ' ,: ~ l,,, '-" -
len, ~an heeft men 
.-,.·.,, ' .. ,: 1 \;} l( 1 'k) 
:-: \ 1 "'"' :. ~- /8 + .. J{ 0 - ,< . , - .. C • 
Men kan nt1 op twee vrijwel aequivalente wiJzen verder gaan, beide 
~ n 2 0 Kepen door ontbinding, 6f door d~-kb~=(1-k)(a -kcL) bf door 
? 0 0 ~ 
dL+k(1-k)c~~(1-k)a~+kb~ te beschouwen. Wij zullen het eerste doen en 
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moeten dan het lichaam der getallen u+v ,r,;· (u}v rationaal) beschouwen 
(bij het tweede had men het lichaam u+vi Vlc( 1-k) nodig). Stel gemaks-
halve \fk=w, dan volgt uit 
(d+bw)(d-bw) = (1+w)(1-w)(a+cw)(a-cw) 
= ( a +c kt ( a +c ) w) ( a +ck- ( a +c ) w) 
dat de toegevoegd irrationale getallen 
a +ck+( a +c) w en a +cl{-( a +c) w 
d+bw d-bw 
elkaars reciproke moeten zijn. Stel het eerste u+vw, dan is het twee-
1 2 2 2 de-+-= u-vw, dus u -v w =1. Heeft men dus eerst de diophantische 
u vw ") ,:, 
vergelijking u'·-v' 1c='i :•1or:it, clan vindt men v0rder 
a+ck+(a+c)w = (u+vw)(cJ+bvJ), 
dus a+ctc = du+bvk, c1+c=bu+dv. 
Eliminatie van d geeft 
De getallen u en 
u2 -v 2k=1 dus aan 
V= * te zijn:i 
z -k 
a(u-v)-b+c(u-lcv) = 0. 
v, die hierbij optreden en die moeten voldoen aan 
u+1 = ~ (=z) blijken van de gedaante u= ~, 
V U- I C , 
z -k 
zodat ons eliminatieresultaat luidt 
Eist men de rat1onaliteit van een Stewartlijn naar de zijde a met 
deelverhouding h:(1-h) dan vindt men op analoge wijze (met rationale x) 
a(x 2 -2xh+h) + b(x2-2x+h) + c(h-x 2 ) = 0. 
Een derde Stewartlijn, die de zijde bin de verhouding j:(1-j) ver-
deelt voert tot een relatie 
a(j-y 2 ) + b(y 2-2yj+j) + c(y 2-2y+j) = 0 
met rationale y. 
De drie homogene lineaire relaties tussen de ziJden a,b enc zijn 
slechts vervuld als de rationale getallen x,y en z voldoen aan D=O, 
waarin D de coefficientendeterminant dier vergelijkingen is. Na randen 
en omwerken vindt men 
-2 '1 
P(x,y,z) x 2 +h xh = 
y2+j 2 y 









Het geval h=j=k-~ (van een driehoek met drie rationale zwaartelijnen) 
dat wij al eerder noemden in (4) is hieruit terug te vinden. 
Het onderzoek naar rationale punten op het oppervlak P(x,y,z)=O 
en een verdere reductie van dat probleem is uitgewerkt door J.H.J. 
Alme ring. 
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Wij gaan nog even in op het probleem om een willekeurige ge-
heelzijdige vierhoek te vinden, waarvan de diagonalen elkaar in 
rationale stukken verdelen. Onafhankelijk van het voorafgaande 
gaan wij als volgt te werk. Laat de cosinus van de hoek der diago-
nalen (die elkaar in stukken pens resp. q en r verdelen) gelijk 
zijn aan k. 
In de driehoek (d,p,q) is de cosinus van de hoek (pJq) gelijk 










1 -1{ '- - 2 ku - u ~ 
2u 
0 
d+p-qk - q(1-k~)/t 
d-p+qk - tq. 
j 




2 2 1-k -2kv-v 
2v 
2 2 r 1-k +2kw-w 
::: 
J s 2w 
De overigens willekeurig te kiezen parameters t,u,v en w hebben dus 
te voldoen aan 
w(1-k2+2kt-t 2 ) = 
2 2 t(1-k +2kw-w) 
v(1-k2-2ku-u2 ) 
2 2 
u ( 1 - k - 2 kV - v ) 
Kiest men b.v. ten w, dan moeten u en v voldoen aan een betrekking 
2 ,-:i 2 2 F'(u,v)==v(1-k -2ku-uc) = Au('1-k--2kv-v ) = OJ een kromme van de derde 
graad in het (u;v)-vlak. 
Er zijn diverse procede's om rationale punten (u,v) op de door 
F(u,v)=O bepaalde cubische kromme te vinden (vgl. J .H.J. Almering), 
Verder geven wij nog een enkel voorbeeld van zeer speciale ir-
rationale lijnstukken. Zo interesseert het ons om in een driehoek 
een rechte a (VS-1) te vinden (dit om een eenvoudige manier van 
constructie van de regelmatige tienhoek te geven). 
2 2 Zo heeft ate voldoen a +a-1=0, dus aan a +a+1=2, d.w.z. a 
treedt op in de driehoek (a,1_. V2) met een hoek van 120°, d.w.z. de 
driehoek gevormd door de zijden van de regelmatige 4-,6-en 10-hoek 
heeft een hoek van 120°. 
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Een ander voorbeeld geeft ons de constructie van a via een 
Stewartlijn. Het blijkt dat in de driehoek met zijden 1., V2 en 2 
de Stewartlijn met lengte IJ naar de zijde 1 deze zijde juist ver-
deelt in de stukken a en 1-a. 
Tens lotte geven wi:J nog enige d riehoe ken 11 onder de 12 11 met di-
verse bijzonderheden (hierbij stellen h,dJe.,t en m resp. voor een 
hoogtelijnJ binnenbisectrix, buitenbisectrix, trisectrix en mediaan; 
de hoek tegenover de zijde met lengte n noemen wij An): 
(1.,1.,1) A1 = 60° 
(2.,3J4) e 2 - 6 (3,4;5) A - 90° enz. 5 (4.,5.,6) A6 ')A . d '10 -- C. ).1 j 6 = 3 r (5.,5.,6) h,,;:: = 4 0 15 (3,5,7) A7 = 120°; d7 = 8 (4.,7.,7) m7 - 4 
(6,7,7) m7 = 51-
(5,5,8) h8 = 3 
(3.,7,8) A7 = 60° 
(5,7.,8) A7 = 60° 
(6.17,8) d 7 = 6 (lt.,7,9) m9 -- J !c 2 
(3.,8.,9) 83 = 24 
(7.,8.,9) mg = 7 
(3,8,10) A,10= 3A8; t,10 2 resp. 12 = 5 (5,9.,10) m9 ·- 6,~ 
(6,7.,11) rn,11"" 
(8.,8.,11) t11'= 6 
(8.,9,'11) m9 = 8} J m1 '1 -··~ G-} 
(9.,10.,11) m9 = 9,), C. . 
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Litteratuur 
J.H.J. Almering) Rationaliteitseigenschappen in de vlakke meet-
kunde (1950), 1-104. 
J.G. van der CorputJ Uber Dreiecke mit rationalen Seiten ra-
tionalen Winkelhalbierenden, Proc.Kon.Ak.v.Wet • 
.l'.±. (1931), 1388-1394. 
J.G. van der Corput, Tafel der primitiven gleichschenkligen 
ecke mit rationalen Winkelhalbierenden und mit 
Schenkeln kleiner als 160000, Proc.Kon.Ak. 
(1932), 51-54. 
H. Schubert, Auslese aus meiner Unterrichts- und Vorlesungspraxis 
II (1905), 5-104. 
A. van Wijngaarden, A table of partitions into two squares with 
an application to rational triangles, Proc. 
Ned.Ak.v.Wet. 53 (1950), 869-881. 
